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§1. Мой доклад будет о нулях функции Римана (s); лежащих на критической
прямой. Везде ниже s =  + it; i2 =  1; ; t — вещественные числа.
Функция (s) при  = Res > 1 определяется рядом Дирихле:
(s) =
1X
n=1
1
ns
: (1)
Есть и другая формула для (s) :
(s) =
Y
p

1  1
ps
 1
; p  простые. (2)
Формула (2) называется формулой Эйлера или эйлеровым произведением.
При Res > 1 справедливо тождество:
 
s
2 
s
2

(s) =
1
s(s  1) +
Z 1
1

x 
s+1
2 + x
s 2
2

1(x)dx; (3)
где   (s) — гамма-функция Эйлера,
1(x) =
1X
n=1
e xn
2
:
Правая часть (3) определена при любых s: Следовательно формула (3) продол-
жает (s) на всю s -плоскость.
Из (3) следует римановское функциональное уравнение (s) :
g(s) = g(1  s); g(s) =   s2 
s
2

(s): (4)
§2. Известно, что все комплексные нули (s) лежат в полосе 0  Res  1
(”критическая” полоса). Риманова гипотеза (RH) утверждает, что все они лежат
на одной прямой Res = 1
2
(”критическая” прямая).
Пусть T  2; N(T ) — количество нулей (s) в прямоугольнике 0  Res  1;
0 < Ims  T; N0(T ) — количество нулей (s) на отрезке Res = 12 ; 0 < Ims  T:
Ясно, что
N0(T )  N(T ): (5)
RH утверждает, что
N0(T ) = N(T ):
Для N(T ) справедлива формула Римана-Мангольдта, позволяющая судить о
величине N(T ) при T ! +1 :
N(T ) =
T
2
log
T
2
  T
2
+O (log T ) :
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§3. В 1942 г. А. Сельберг [1] доказал Теорему A:
Теорема 1. (Теорема A.)
N0(T +H) N0(T )  c (N(T +H) N(T )) ; (6)
где H = T a; 1
2
< a  1; c  10 6:
Из (6) следует Теорема B:
Теорема 2. (Теорема B.)
N0(T )  cN(T ): (7)
В [1] доказана также Теорема C:
Теорема 3. (Теорема C.) ”If (t) is a function of t which is positive and
increases to infinity with t; then for ”almost all” t > 0; there is at least one zero of

 
1
2
+ it

between t and t+ (t)
log t
; that is: the measure of those t; 0 < t  T; for which
there is no zero in the interval

t; t+ (t)
log t

; is o(T ):”
Из Теоремы C, в частности, следует:
N0(T ) >
N(T )
(T )
: (8)
Ясно, что (8) слабее (7).
В связи с Теоремой A Сельберг пишет в [1] (с. 5):
”The result of the present paper do not pretend to be best which can be obtained
by these and similar methods. In fact, several things seem to suggest, that the
condition a > 1
2
of Theorem A and Theorem D, if we use still more sophisticated
arguments, may be replaced by a >  where  < 1
2
:”
Неравенство (6) с H = T a; a > ;  < 1
2
; получило имя ”гипотезы Сельберга”
(SH).
§4. В 1984 г. автор доказал (см. [2]) Теорему D:
Теорема 4. (Теорема D.) Неравенство (6) справедливо при
H = T a; a >  =
27
82
=
1
3
  1
246
:
Таким образом, Теорема D есть SH с  = 27
82
:
Тогда же автор доказал Теорему E ([3]):
Теорема 5. (Теорема E.) Для почти всех T неравенство (6) справедливо
при H = T a; 0 < a  1; a — любое.
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Другими словами, для почти всех T SH справедлива при  = " > 0; " —
сколь угодно мало.
Очевидна схожесть Теорем C и E. Однако, Теорема E в определённом смыс-
ле сильнее Теоремы C, так как из неё получается (7), в то время как из
Теоремы C следует только (8).
§5. При доказательстве SH я пользуюсь оценками определённого вида триго-
нометрических сумм. Методы оценок таких сумм, которые сейчас существуют,
и дают границу величины ;  = 27
82
; и даже чуть меньшую, если применить
современные оценки Бомбьери-Иванца-Колесника-Хаксли.
В среднем эти тригонометрические суммы имеют корневую оценку, то есть
предельно возможную. Это дало возможность для почти всех T получить
 = " > 0; " — сколь угодно мало, другими словами, доказать Теорему E.
§6. При доказательстве Теоремы E я существенно пользуюсь тем, чтоH = T a;
a > 0; a — фиксированное.
В силу формулы Римана-Мангольдта из RH следует, что каждый промежу-
ток (T; T+H); гдеH  c1 > 0; содержит не меньше чем cH log T нулей 
 
1
2
+ it

:
Поэтому естественно сделать попытку получить утверждение Теоремы E при
H существенно меньших, чем T a:
В 1992 г. я доказал Теорему F ([4]):
Теорема 6. (Теорема F.) Для почти всех T и для H с условием
exp

exp
p
log log T

 H  3
p
T (9)
справедливо неравенство
N0(T +H) N0(T )  cH logH exp
 
 a1
s
log
log T
logH
!
: (10)
Следствие Теоремы F:
Следствие 1. При любых " > 0; "1 > 0; и H с условием
exp (log" T )  H  3
p
T ;
для почти всех T выполняется оценка:
N0(T +H) N0(T )  H (logH)1 "1 : (11)
Неравенства (10) и (11) слабее, чем (6), так как правая часть (6) есть вели-
чина порядка H log T: Но (10) и (11) много лучше того, что получалось раньше
при таких малых H:
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§7. Остановлюсь на идейной стороне метода, позволившего доказать
Теорему F. Прежде всего, сделаю несколько очевидных замечаний.
Нули (s); лежащие на критической прямой, это вещественные нули функ-
ции 
 
1
2
+ it

: Определим вещественную функцию  (t) равенством
ei(t) =
 
1 s
2  
 
1 s
2

 
s
2 
 
s
2
 
s= 1
2
+it
:
Тогда, в силу (4), функция Z(t);
Z(t) = ei(t)

1
2
+ it

;
при вещественных t принимает вещественные значения. Следовательно, веще-
ственные нули Z(t) — это нули (s); лежащие на критической прямой.
Из формулы Стирлинга для  (s) следует:
(t) =
t
2
log
t
2
  t
2
+
7
8
+O

1
t

; (12)
t  t1 > 0:
Если выполняется неравенство:Z t+h
t
jZ(u)j du >
Z t+h
t
Z(u)du
 ; (13)
то функция Z(u) имеет нуль нечётного порядка на интервале (t; t + h) (идея
Харди–Литтлвуда–Ландау).
§8. Пусть h > 0; h — некоторый параметр. Пусть E — подмножество чисел
t 2 (T; T + H) таких, что для них выполняется (13). Если (E) — мера E; то
для количества нулей Z(t) на (T; T +H) выполняется оценка
N0(T +H) N0(T )  1
2
(E)
h
: (14)
Следовательно, надо уметь хорошо оценивать снизу (E) при возможно мень-
ших h: Один из методов оценки снизу (E) состоит в следующем. Из определе-
ния множества E приходим к цепочке соотношений:
I1 =
Z T+H
T
Z t+h
t
jZ(u)j du

dt =
=
Z
E
Z t+h
t
jZ(u)j du

dt+
Z
E
Z t+h
t
jZ(u)j du

dt =
=
Z
E
Z t+h
t
jZ(u)j du

dt+
Z
E
Z t+h
t
Z(u)du
 dt 
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 I2 + I3; (15)
где
I2 =
Z
E
Z t+h
t
jZ(u)j du

dt; I3 =
Z T+H
T
Z t+h
t
Z(u)du
 dt:
Тем самым, применяя к I2 неравенство Коши, получаем
I1   I3 
p
(E)J2; (16)
где
J2 =
Z T+H
T
Z t+h
t
Z(u)du
2
dt:
Формально неравенство (16) даёт оценку снизу для (E): Надо только иметь
нетривиальную нижнюю оценку для разности интегралов I1  I3: Интегралы I1
и I3 очень похожи. Что же даёт возможность установить их различие? Это поз-
воляет сделать следующее обстоятельство. Для Z(t) известна формула Римана–
Зигеля:
Z(t) =
X
n
p
t
2
cos ((t)  t log n)p
n
+O

t 
1
4 log t

: (17)
Из формулы (12) для (t) и (17) видно, что слагаемые суммы в Z(t) осцилли-
руют. В I1 внутренний интеграл берётся от jZ(u)j; в то время как в I3 — от
Z(u): Это обстоятельство и позволяет установить отличие I1 от I3: Здесь же
видно, что чем больше величина параметра h; тем, возможно, проще уловить
осцилляцию Z(u): Итак, имеем:
jZ(u)j =
 12 + iu
 =
1 + X
2nT
1p
n
n iu +O

T 
1
2
 ;
I1  h
Z T+H
T+h
 12 + iu
 du 
 h

Z T+H
T
 
1 +
X
2nT
1p
n
n it +O

T 
1
2
!
dt
  hH (1 + o(1)) : (18)
Видно, что главный член получился на слагаемом, равном 1: Все остальные
слагаемые 1p
n
n it; n  2; сильно осциллируют и после интегрирования дают
остаток. Здесь также видно, что H должно быть ”велико”, скажем H > T
1
6 ;
чтобы хорошо оценилась сумма проинтегрированных слагаемых.
Величину I3 оценивают сверху, применяя неравенство Коши, предваритель-
но проинтегрировав во внутреннем интеграле:
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I3 
s
H
Z T+H
T
Z t+h
t
Z(u)du
2
dt:
Если h и H не очень малы, то для I3 удаётся получить оценку:
I3  1
2
hH:
Отсюда и из (16) следует:
1
2
hH  I1   I3 
p
(E)J2; (19)
Интеграл J2 в (19) оценивается также применением неравенства Коши.
Изложенный метод принадлежит Харди–Литтлвуду–Ландау. Он дал воз-
можность (см. [5]) Харди и Литтлвуду в 1921 г. доказать неравенство:
N0(T +H) N0(T )  cH; H = T a; a > 1
2
:
§9. Применяя метод Харди–Литтлвуда–Ландау, мы несколько раз пользова-
лись неравенством Коши вида:Z T+H
T
F (t)dt
2
 H
Z T+H
T
F 2(t)dt: (20)
Известно, что неравенство Коши является точным, если F (t) = const: Поэтому,
чем ближе F (t) на (T; T + H) к константе, тем точнее (20). Это соображение
с большим успехом было использовано А. Сельбергом в 1942 г. Вместо Z(t) он
рассмотрел функцию F (t);
F (t) = Z(t)
'12 + it
2 ;
причём '(s) подбиралась так, чтобы F (t) в среднем была близка к константе.
Это позволило ему доказать Теоремы A, B, C (см. [1]). При выборе '(s) А.
Сельберг существенно пользуется тем, что (s) имеет эйлерово произведение.
Более точно,
'(s) =
X
X
()
s
; () =
(
()

1  log 
logX

;  < X
0;   X;
а числа () определяются равенством:
1X
=1
()
s
=
Y
p

1  1
ps
 1
2
; Res > 1;
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X  1 — некоторое число (параметр задачи).
Как подчёркивает сам Сельберг, идея рассматривать функции, подобные
F (t); принадлежит Бору и Ландау.
”The underlying idea of our methods is to introduce an auxiliary function, which
to a certain extent neutralizes the peculiarities of j(s)j on the line  = 0; in this
paper we have always 0 = 12 : This idea, with 0 >
1
2
; was first invented by Bohr
and Landau in their researches concerning N(; T ) for fixed  > 1
2
; and has later
been used by other authors in connection with the same problem” (см. [1], с.5).
Легко доказать, что при H = T a; a > 1
2
;
H 1
Z T+H
T
jZ(t)j2 dt  log T ; (21)
H 1
Z T+H
T
jF (t)j2 dt  const: (22)
Следовательно, jZ(t)j в среднем на (T; T +H) есть plog T ; а jF (t)j есть констан-
та.
Ещё раз подчеркну, что метод А. Сельберга применим только к функциям,
имеющим эйлерово произведение.
§10. Занимаясь проблемами, связанными с нулями арифметических рядов
Дирихле, не имеющих эйлерова произведения, но имеющих риманово уравне-
ние, я нашёл общий метод, позволяющий удовлетворительно оценивать снизу
количество нулей таких рядов на отрезках критической прямой. Позднее этим
методом я доказал Теорему F.
Изложу существо метода на самом простом примере (см. [12], [13]).
Одним из самых простых арифметических рядов Дирихле является функ-
ция Дэвенпорта-Хейльбронна f(s);
f(s) =
1X
n=1
r(n)
ns
; Res > 0; (23)
где r(1) = 1; r(2) = {; r(3) =  {; r(4) =  1; r(5) = 0; r(n + 5) = r(n);
{ =
p
10 2p5 2p
5 1 :
Функция f(s) удовлетворяет уравнению риманова типа:
g(s) = g(1  s); g(s) =

5
  s
2
 

s+ 1
2

f(s): (24)
Для f(s) RH не имеет места. Г. Дэвенпорт и Г. Хейльбронн (см. [6]) доказали,
что f(s) имеет не меньше, чем cT; c > 0; нулей в полосе Res > 1; 0 < Ims  T:
С.М. Воронин доказал, что в каждом прямоугольнике вида 1
2
<  < Res   <
1; 0 < Ims  T; функция f(s) содержит не меньше, чем cT нулей, c = c(; ) > 0
(см. [7]).
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Тем не менее, критическая прямая Res = 1
2
является особым множеством
для нулей f(s): Как доказал в 1980 г. С.М. Воронин (см. [8]), на ней содер-
жится аномально много нулей f(s): Более точно, для N0(T ); отвечающей f(s);
выполняется оценка:
N0(T )  T exp

1
20
p
log log log log T

: (25)
Позднее появились численные исследования Д. Хейчала (см. [9]) нулей f(s) и
дзета-функций Эпштейна. Д. Хейчал в [9] сообщает, что неравенство (25) мог
доказать А. Сельберг уже в 1942 г. Кроме того, Э. Бомбьери и Д. Хейчал (см.
[10]) условно доказали теорему о том, что почти все нули f(s) лежат на крити-
ческой прямой. Они предполагали справедливой расширенную RH и ещё одну
гипотезу о расположении нулей L -функций Дирихле. Наконец, А. Сельберг
в [11] доказал, что вне критической прямой в полосе 0 < Ims  T лежит не
меньше, чем cT
p
log log T нулей f(s):
Вот какая удивительная функция f(s) !
В 1989 г. я доказал своим методом вместо (25) такое неравенство (см. [12] и
[13]):
N0(T )  T
p
log T exp

 c
p
log log T

: (26)
Понятно, что (26) много сильнее (25). Как же получается (26)?
Функцию f(s) можно представить ещё так:
f(s) =
1  i{
2
L(s; ) +
1 + i{
2
L(s; ); (27)
где  = (n) — характер Дирихле по модулю 5 такой, что (2) = i:
Сама f(s) не имеет эйлерова произведения. Но каждое слагаемое в (27) име-
ет эйлерово произведение, так как
L(s; ) =
Y
p

1  (p)
ps
 1
:
Очевидно, что L(s; ) и L(s; ) делятся на общую часть своих эйлеровых про-
изведений, именно, на h(s);
h(s) =
Y
p1 (mod 5)

1  1
ps
 1
:
Следовательно, на h(s) при Res > 1 делится f(s): Поэтому для f(s) можно
найти такую '(s); что функция F (t);
F (t) = ei(t)f

1
2
+ it
 '12 + it
2 ;
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хотя и не будет в среднем константой, но будет много меньше, чем
p
log t (ана-
лог идеи А. Сельберга). Более точно, указанная F (t) в среднем есть величина
порядка 4
p
log t: Однако, этого ещё не достаточно, чтобы доказать (26). Дру-
гим существенным соображением является мысль сравнивать ”малые” степени
интегралов, то есть вместо неравенства Харди-Литтлвуда-Ландау (13) рассмат-
ривать следующее неравенство:Z t+h
t
jF (u)jdu

>
Z t+h
t
F (u)du
 ;
где ! 0 при t!1:
За счёт этих двух соображений мы в значительной степени нейтрализовали
неточность применяемого неравенства Коши и доказали (26). Этот же метод
был применён мной к доказательству Теоремы F.
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